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 �� �� �� ����� �	 ����� �	 ������� �����  �! "� #$%� ��	"�� ��&'" ��
()�*+ ,�-� .�/���� ����� 0�1�� �2 (*�' 0��3�2 ����� �4��� �(��' 0�1�� � (�� �����	 ����5��
�6� �� �7�� �8 �6� � &�� �	 ���� 0�� 0����2 � �� �7	 9�' ����� ����: ��2� � �8 �2 ��;�<�� �� ���='8
0&)2 �� 0�>< �����5 �	�2 ?����	 � �&)�	 0�: ����� �2 ()�*+ .$�@	 A�B��� �(��' ����C ���*�"
� D���'� �2 (*�' ()�*+ E�'��- ��72 ?��*F �2 �� (�� �'���� � �!���'� ����� 0���� �!�5 0�>< ��)� ,$B	
�� &:� �	 (�&2 �� �����' ���: �B�' ���� 9��	"8 �� ���4� �&���: ���4� 0&)2 �� 0�><�� �����
0�: ����� 0&)2��7G ��	" �>< �(��>< �7	 � 0����2 (�/�5�� E�� ��1�� (7H���� � �1�� �B�'��
�����	 (��I D�I�� �1�&4� �2 (*�' �� ��@! 0�: ��1����� ()�*+ E�'��- ����� 0�� ,��F ���3�2 �:"�2
�)�*+ �&�&J K�: �&:�3	�2 � �4�;�< 9��	"8 K�: �2 (7H E��: �2� &���: ���4� &���: (5���4� L@!�
�� (�� ���G �: ����� E�� �2 �	 �����+� ����C ��� 8 ����: ���� �8�2 �� ��@! ��1��� (��I"� ��'��� ��'
MN� ��5��C�' 0�: �&�&J 0��2 ��:��5 �	 �� 0&�&H E�'��- ����� �&���� 0��2 �4O	 ����F �2 �7'8"�
�����P� �	���� D�� �$I�	 ���:�� &�C�*'���"�� �: ����� E�� �2 �� �� E�'��- "� ���� �8 � ���� �	 ������� ����
0� �4�;�< 0��C� �� &'�C �	 QF�2 �: ����� E�� �4$2 (��' �F�;�'� (�/�5�� �7�� �4�;�< E�'��- �����
���� 0�:"�� �����"� �� ����� �� �&����&�J ���: ����� ��5 �2�' �2 &���: E�'��- E�� L$�� (O� R�HS ��
�>�2 �� ?��/ �2 TU	 �' � &�8 �	�� ��� �� �4C �2 ��5 �'���� ����� �6��� &�8 �	��H�2 �'�347�
�2 V�W@	 0�: ����� ;�' �: D���2�� �1�� �4C � ���� 0��� �4C �� ;�' �X��&�: ��� ���J (!�I ����
�� ��C �	 QF�2 �!���'� ����� �&�8 �	 ��H�2 .$�@	 0�: ����� �2 ���: D�4!�	 �: ��� &'��J "� �&'��� ��5
0��2 �!���'� 0�: ����� 0���"�� "� �C�' �� 0���- �&'�C ����� �><�� �'��4� 0�: D�$� ���4� "� �: ��$2
(<�� ()�*+�� E�)	 0�: �4C �2 ���:��$2 �7�� �� ��C �	 QF�2 
(�� �8 &I�� D�$� 0�: ����� � ��$2 ��

�&2�� �	 ��� �: �'�� �J � �: �� 0��'� �2 � �J�4�����	 ��)2� �2 �Y���7' ����� E�� �&'�C
�U	 �: ����� E�� �&';�1'� (�1C �����2 �� &'��� ��H� 0�1�� 0�: ����� �� �J�4���4�	 � �� ,��F ZB���
?��6� �&���: ,�-���)	 ���: �2 ��H� E���2 �&����' [��$	 ���� ��&�: �4C �� �� � \�*$� �� 0�: �����
�(�� �����	 TY 	�� �����' � �����J ]��)� �2 (*�' 0�- 0� ���: 0���' D�U	 ����F �2 �&'��� �7	 �4�;�<
0�- 0� ���: 0���' �� ����12 ��'��� �	 ���C �	 .�/�� Z2 �����2 �� (�� ����� ����� �� ����� E��
�	 �����'�� � �����J �� �8 �� (!�I�� "� �4��� &'��� �	 ���: E��� &�� �	 �6� ���: �� 0�� �7��
($F E��: �2 ��������- E���J �� S�2 (!�I �� "� �4��� &'��� �	 �� ����4!� E�^�� �U	 (��� �������- �����

������ �	 E�^���;�� ����� �� ����� E��

_



�B5 0�>< �� 0�:����2 �2 ��` �� �4�;�< ?S�I �� (�� ��5�	8 �	 �2 �	��'��� ��'�4	 �� ��'�"� �	�
|φ〉 = a|proton〉 + b|neutron〉 ���@!� (!�I ���� &'��� �	 ���: �� �� ����12 ��'��� �	 &���:�a���	
(O� &'��� �	 ��C �	 .�/�� |φ〉 =

(
a
b

)
����������2 �� �2 �� ���: �� (!�I ����'�� ��������-

���32 ?����b� E�� �H��	 0�- 0� ���: 0���' �4��� ��&2 ���12 ���- U(2) ?T�&*� �U	 0�� ������ ?T�&*�
���C �	 �H��	 �'�����2��2 E�!�� 0��2 ������� ���C �	 .�/�� U(2) ���� �2 E�^���;�� ����� ����'��
�2 R���	 ?��` �2 c�2�	 �'��� � ���	 0�>< �� ����� �4$2 (��' [��$	 ��	"�>< �� �>< ����� ��
�7�� ;�' E�^���;�� 0�>< � ���� ��H� ?��` 0��'��� �� (��' �'���� �7�� ����� E�� � (�� E�^���;�� 0�><
�� � d'� ����� �U	 ���C �	 �H��	 ���: ������2 �J�4���4�	 0��'��� �(��' ?��` �2 c�2�	 �'��� 0�><
[�� E�� ���&O	�� � ���� 0����2 ?��` 9'�� "� �$-�&I �2 "��'�: ����� E�� ,�-� .�/�� � 0� �'���J �����
E�� #!�B	 ���:� A�C �� ����� ,�-�� �$� R�7�	 �� ��� ��:��5 �)� �W< E���� �	 ��H� E���2 �(��'
D�*'� V�5 0�: ?��/ �2 ����� ���	�� �1�� 0�: [���� ��3'�� �� ��2 &:��5 �3'�� 0��2 ����2��" �W<

���� &:��5

�� ���� 
 ����� ���� ! �

(C�1' �� ����: ��C �	 �&�	�'M 0�� ?T�&*� ���� ��M �F���	�� 0�� G ���� ��e .��)� f _
e&C�2 ��C�� �� ��" L���C �� (<�� ����2 φ : G×M −→ G

φ(e, x) = x φ(g1, φ(g2, x)) = φ(g1g2, x). g1h

�(�� M "� 0&�&H �B�' x′ �x′ = φ(g, x) �����' �	 � ��:� �	 ��3' x′ �2 �� (g, x) i�" 0�� φ �6�
E�� �U	 M-�� �� �&�� �	 ���b� �8 M*� �2 x′ ��:� ���b� �� x �7�� � ����12 (2�6 �� g ����: x′ = φ(g, x) �B2�� ��
��:� ��3' A�N� �2 �� j�N�	 E�� �� E�� 0��2 ����� g �2 �1��2 ��M��5 �2 M "� ����� ��C�1' �� (��
�: 0�"� �2 �� &�� �	 ���2 (I��/ �2 �B2�� E�� � �����' �	 x′ = φg(x) �4C �2 �� x′ := φ(g, x) �B2��
�� 0�� ���� �W�F �� �6� "� 0��7C ��+ �2 �	 �� 0���W� �2 �� ����� φg : M −→M (C�1' �� g ∈ G

E�C�' j�' E�� �2 ������ �	M �F���	 0�� g �W�F �2 ���2�� ��&*� �� φg �&:� �	 ,<� ����� �F���	
e(C�'��" D��)	 ?��/ �2 ���� �	 �� �W< E�� (�@' �B2��

φe(x) = x, φgφg′ = φgg′ . g2h

�2 ?��*F E�� �� ��C�2 ��C�� ��� �2 &��2 �!� �����' �	 gx �� �/T5 ?��/ �2 �� φg(x) ?�-�� �:��
�(��' x �� g k�N 0��)	

l
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g’g

��F���	 �� 0�� ��&*� ���� �� ��F e_ �4C

L��� (�@' x ∈ M �B�' �4C E���� �&��7< ���� �	 (lh �4C�� �H� E���72 �2 �� (2h �B2�� 0��)	
�	 ��C�1' g′(gx) �B�' �2 g′ ∈ G L��� ��5 �2�' �2 �B�' E�� m^� � ��C �	 ��C�1' gx �B�' �2 g ∈ G

��C�1' �58 �B�' E��: �2 g′g ∈ G L��� x ∈M �B�' �� &C�2 ���GM �F���	 0�� ���� ��F ��� ���C
�(�� M 0�� ?T�&*� ���� �� G ���� �� ����� �	 ��1'8 
��C

eL5 �� 0�� Z2 ���� ��F e _ D�U	
e��" ?T�&*� �2 G = {e, I} �M = R ����� D�U	 E����

φe(x) := x, φI(x) := −x. g3h

�(��M 0�� ?T�&*� ���� �� G �� ��C �	 �&�� ��I��2

� 0&)2�� �O�/ 0�� G := {e, Ix, Iy, Io} ���� ��F e l D�U	

Io � y � x 0�: ��O	 �2 (*�' [�4)'� #���� �2 Iy � Ix 
 �'��: (C�1' e �M = R2 ����� D�U	 E����
e(u, v) ∈ R �B�'�: 0�"� �2 �1�� ?��*F �2 �(�� ?�W�@	 Ǳ�&*	 �2 (*�' [�4)'�

Ix(u, v) := (u,−v), Iy(u, v) = (−u, v), Io(u, v) = (−u,−v). g4h

o



e��&�$-� 0�>< 0�� D���'� ���� ��F e o D�U	

e��C �	 .��)���" �4C �2 �H E���� M 0�� G ��F �G := {a|a ∈ R3} �M = R3

φa : R3 −→ R3, φ−→a
−→x := −−−→

x+ a. g5h

�T−→a T−→a′
= T−−−→

a+ a′
�� ��C �	 �&�� ��I��2

e��&�$-� 0�>< 0�� [���	 ���b� ���� ��F ep D�U	

e&'�C �	 .��)���" �4C �2 G ���� 0�: (C�1' �G := {λ|λ > 0} �M = R3

φλ : R3 −→ R3, φλ(x, y, z) := (λx, λy, λz). g6h

�φλφλ′ = φλλ′ �� ��C �	 �&��

e 0&)2�� 0�>< 0�� SO(2) ���� ��Fe p D�U	
����	��� �2 &	�)�	 0&)2�� 0�: m����	 ���� SO(2) �� ���� �	 0��8��� �G = SO(2) � M = R2 e�����

e��� �;���	���J ��" �4C �2 ���� �	 �� ���� E�� �(�� ��

SO(2) := {g =
(

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
, 0 ≤ θ ≤ 2π}. g7h

e��C �	 .��)� ��" ?��/ �2 r ∈ R2f 0�� g ∈ SO(2) ��F

r −→ r′ ≡= gr. g8h

���C �	 ����8�2 φgφg′ = φgg′ c�C �� (�� ZN�� .φg(r) = gr D�U	 E���� E���2��2
e����8 �	 (�&2 ������2 ��3��: ��!�	 #�I�2 �� r′ � r ����:

x′ = cos θ x+ sin θ y

y′ = − sin θ x+ cos θ y. g9h

�(�� 0&)2�� �O�/ 0�: ����� ���� SO(2) �� &:� �	 ��3' A�N�2 �B2�� E��

e 0&)2�� 0�>< 0�� O(2) ���� ��F e q D�U	
����	��� �(�� &	�)�	 0&)2�� 0�: m����	 ���� O(2) �� ���� �	 0��8��� �G = O(2) �M = R2 e�����

p



&�:� �	 ��43� ������" �� &'��� �� ����	��� �� �7'8 �&C�2 �� 0�7�	 �� �� &'��� �	 �: m����	 E��
O(2) �5���� m����	 E�� ������ �	�
'�� �� π :=

(
1 0
0 −1

)
m����	 D�I ���C �	 �&�	�' SO(2) ��

(C�' πg ?��/ �2 ���� �	 �� O(2) 0�>F� ���2 M-�� �� ����� �	���- SO(2) ������" i��5�� �!� (��
��) � 
(�� �&C ��43� �F���	 �:�� "� O(2) ���� �� (�� �)	 ��& 2 r�I E2� �g ∈ SO(2) �8�� ��

�O(2) = SO(2) ∪ πSO(2)

�&�� �	 ��F [�4)'� �� m^�� ����� �� ?��/ �2 R2 0�� πSO(2) �>F�:

e0&)2�� ��� 0�� O(3) ���� ��Fe s D�U	

0�: m����	 ���� G � ��:� �	 ��3' S2 � 2 �� �8 �� (�� 0&)2�� ��� �� M �F���	 D�U	 E����
�(�� 0&)2 �� &	�)�	

S2 := {r ∈ R3|rtr = 1} O(3) := {g ∈ GL(3, R)|gtg = I}. g10h

e&�� �	 ��F ��" ?��/ �2 0&)2�� ��� 0�� O(3) ����

r′ ≡ φg(r) = gr. g11h

�(�� r 0&)2 �� � �'�������2 �� tG"� g 0&)2 �� �)2�	 m����	 k�N �Y)-�� gr "� ��
�	 �������
�(�� �&C ��43� �� ����	��� �2 &	�)�	 0�: m����	 "� �� ���� SO(3) �2 R���	 ������" �� ;�' O(3) ����
�(��' ����� �� ;H 0;�G 0&)2 �� 0�>< 0�� SO(3) ��&*��: �� ��� ��:��5 ��3' 0&)2 0�: [����
?��/ �2 ���� �	�� ���� E�� �/��F ��!� E��: �2 ���C �	u@3	 θ ����" �� � n̂ ��O	 �� �2 ������:
�	 ��3' θ ����" �"�&'� �2 �� z � y, x 0�:��O	 D�I 0�: ����� ��" ?T�&*� D�U	 ����F �2 ���� ��3' Rn̂(θ)

e&�:�

Rx̂ =

⎛
⎝ 1 0 0

0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

⎞
⎠ , g12h

Rŷ =

⎛
⎝ cos θ 0 sin θ

0 1 0
− sin θ 0 cos θ

⎞
⎠ , g13h

Rẑ =

⎛
⎝ cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0
0 0 1

⎞
⎠ . g14h

q



���� .��)� �� ��" �����J m����	 ����:

π :=

⎛
⎝ −1 0 0

0 −1 0
0 0 −1

⎞
⎠ g15h

e(C�' ���� �	 ��1'8 &�� �	 ��F Ǳ�&*	 D�I [�4)'� ?��W2 0&)2 �� 0�>< 0�� ��

O(3) = SO(3) ∪ πSO(3). g16h

���2 &:��5 �����J �W�F 0��2 SO(3) ������" (��� �F���	 �: �� (���I�� O(3) ���� ���2 ��)�

0�� D���'� � ����� ?T�&*� ���� En ��&�$-� ���� e ��&�$-� 0�>< 0�� ��&�$-� ���� ��Fe v D�U	
�&�:� ��3' R �8�� �� ��C �	 .��)� (R, T ) i�" �� �2 ��&�$-� ���� ��F�: �(�� Rn ������ 0�><

e&�� �	 ��F��" ?��/ �2 x ∈ Rn �B�' �� 0�� i�"�: �(�� D���'� �&�:� ��3' T � �����

(R, T ) : x −→ x′ := Rx+ T g17h

e��� u@3	 �� E3 ������ �� �W�F �: ����� � �4� �W�F 
�/��F k�N ���� �	 S�2 �B2�� "� ��������2

(R, T )(R′, T ′) = (RR′, RT ′ + T ), e = (I, 0), (R, T )−1 = (R−1,−R−1T ). g18h

����� �	 ���2 �� �F���	 0�� ���� ��F �2 c�2�	 ����� 0���>-"� �>)2 [�� E�� 0&)2 (��-��
������ i���I� .��)� &�G �2 (�@'

����� 	���"# $� �" % �


�B�' E�� ��1'8 φg(x0) = x0 ∀g ∈ G �4���+ �2 &C�2 ��C����H� x0 ∈ M �U	 0� �B�' ����: e .��)�
���C �	 �&'��5M 0�� ���� ��F (2�6 �B�'

��� 0�� ���� E��: ��F�	� �(�� (2�6 �B�' �&*	 �B�' 
Rn 0�>< 0�� O(3) ���� ��F�� f _ D�U	
����&' (2�6 �B�' S2

s



&���: (2�6 c��' 
z ��O	 c��' R��� R3 0�� z ��O	 D�I 0�: ����� �� SO(2) ���� ��F ��f l D�U	
�&���: (2�6 c��' k��H #B- � D��C #B- 0&)2�� ��� 0�� ���� E��: ��F�� �	�

����&' ��H� (2�6 �B�' Rn 0�� D���'� ��F�� f o D�U	

�(�� (2�6 �B�' Ǳ�&*	 �B�' 
Rn 0�� [���	���b� ���� ��F�� f p D�U	

?��/ E���� �&�� ��FM 0�� G� &C�2M �F���	 "� ���@!� �B�' �� x ∈M ��&���w�< e��>-
������" E�� �&�:� �	 ��43� G "� ������" �� &'��� �	 ��1' (2�6�� x �B�' �� G ���� "� 0�/��F �F���	

���C �	 �&�	�' �B�' �8 �&��� (2�6 ������"

e��:� �	 ��3' Hx �2 �� �/��F E�� �F���	 e ?�*6�

Hx := {g ∈ G|φg(x) = x}. g19h

��:��5 E���2�� 2 � φh′(x) = x � φh(x) = x.��)��2�� 2 ?��/ E���� �h, h′ ∈ Hx ��&���w�< D�I
e(C��

φhh′(x) = φh(φh′(x)) = φh(x) = x. g20h

e(C�� ��:��5 E��G �:

φh−1(x) = (φh)−1(x) = x. g21h

�(�� G ������" �� Hx ����'�� � h−1 ∈ Hx � hh′ ∈ Hx mJ

�� M "� x, y �B�'���: ����: ��C �	 �&'��5 ��P����M �F���	 �� 0�� G ���� �� ��F e .��)�
� (C�1' �1�&4� �2 ���� "� 0�>F ��F �2 ����2

&�'��� ��' &'��&' ���4� 0�: D�+ �� ���:����2���" 
(��' ��P���� R3 0�� SO(3) ���� ��F e _ D�U	
�&'�C ��C�1' �: �2 ���� E�� L���

�2 ���� �	 �� ��� 0�� 0� �B�'���: ���" (����P���� R2 0&)2�� ��� 0�� SO(3) ���� ��F e l D�U	
�(C�1' �1�&4� �2 #���	 ����" �2 � #���	��O	 D�I ����� ��
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"� ��F �&�� ��F �F���	 �� ����F �2 x��5 0�� .$�@	 y�+ �2 &'��� �	 G ���� �� e o D�U	
e��C �	 .��)� E��G tG

Lg(a) := ga ∀g, a ∈ G. g22h

e��C �	 .��)� �2�3	 ,��+ �2 (��� "� ��F

Rg(a) := ag−1 ∀g, a ∈ G. g23h

e��C �	 .��)���" ,��+ �2 adjoint action z��;� ��F

Adg(a) := gag−1 ∀g, a ∈ G. g24h

�2 ��F E�� �2 �� e �B�' ���" (��' E��G ����;� ��F �!� &���:��P���� A�N�2 ���: tG � (��� 0�: ��F
�(C�1' ���� ��' x��5;H 0�1�� �B�' K�:

��: �&��� (2�6 0�: ������" ��1'8 &C�2��P����M �F���	 �� 0�� G ���� �� ��F ����: e��>-
���	�' �	 G ��1'���: ������" �� �8 � ��:� �	 9���' H �2 �� ������" E�� �&���: ���4� �1�&4��2 c��'

��������-�2 Hy � Hx E�2 �'��4� �� ��:��5 �	 �&�C�2M "� ���@!� �B�'�� y � x �� &���w�< e?�*6�
�x = a−1y � y = ax �� 0�O' �2 ���� ��H� a ∈ G �U	 0�W�F �Y��I (����P���� M 0�� G ��F ��G

e���� �	 .��)� Hy � Hx E�2 �� ��" (C�1' D�I

ψ : Hx −→ Hy, ψ(g) := aga−1. g25h

e(C�� ��:��5 ����'��

ψ(g)y = (aga−1)y = (ag)(a−1y) = (ag)x = a(gx) = ax = y. g26h

E���2 ��TF �(�� Hy �>F �Y)-�� ψ(g)mJ

ψ(gg′) = agg′a−1 = aga−1ag′a−1 = ψ(g)ψ(g′). g27h

�(�� �'���: �� ψmJ
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��� �� ���� �	 �H�� ���2 �C�J ?�*6� 0��2 �(��C�J � �� �2 �� (C�1' E�� �� ���� (2�6 &��2 D�I
��1'8 h ∈ Hy

hy = y −→ h(ax) = (ax) −→ hax = ax −→ (a−1ha)x = x −→ a−1ha ∈ Hx, g28h

e����8 �	 (�&2 ����'���

y = ψ(a−1ha). g29h

�Ker(ψ){e} �� ���� (2�6 (���2 �	 ���2 �� �2 �� ?�*6� 0��2
����8 �	 (�&2 ����'�� � ψ(g ∈ Hx) = e ��&��� w�< ��� E�� 0��2

aga−1 = e −→ g = e. g30h

�&�� �	 (2�6 ������5 �	 �� �='8 ��

e��1'8 &C�2��P����M �F���	 �� 0�� G ���� �� ��F ����: e��>-

�(�����-�2 �� �2 ���a��� �F���	 �� ����F �2 M � �F���	 �� ����F �2 G/H E�2

� ���&' ���� ����5��M �� &��� (-� ��������-� 2M �2 G/H "� �� �2 ���a�� � �� ��:��5 �	
�&C�2 ���� �� ��5 M �� �)-��	�� �1	 ��� (*O/�� E�� 0���5�� (:�*C �2 MH�� ���� ��' E���2��2

D�I �Hx0 = H �2 (�� �2��2 �B�' E�� 0�&��� (2�6 ������" ������ �	 �
'�� x0 �U	M �F���	 "� 0� �B�'
gx0 0�B�' �2 �� ���� "� g �: �1�� ?��*F �2 ������	u@3	M "� �� gx0 0�B�' ���� "� �� g �: 0�"� �2
�	 (�&2 ��M "� �B�' �� ���: h ∈ Hx0 �8�� �� gh � g 0�: �B�' �� ���� �	 (-� �	� �����1' �	M "�

���" 
&�:�

(gh)x0 = g(hx0) = gx0. g31h

�	 ��C�1'M 0�F���	 "� �B�' �� �2 G/Hx0 = G?H �>F �: ��)� Hx0 0�F���	 �: �: E���2��2
���C

����� �	 .��)� �� ��" (C�1' ���� ���2 ;�' �N��� ,�-� ��2" �2 ���� �	 �� S�2 0��7C 0�: r�I

φ : G/H −→ M, φ[a] := ax. g32h
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0�F���	 �: �� "� �>F �� �&�� �	 u@3	 �� gx0 �U	M "� �B�' �� g �U	 ���� "� �>F �: el �4C
�&�:� �	 (�&2 �� �B�' �� ���: gh � g �U	 Hx0

[a][T� �&����' k�@�'� �2 �1��2 (��� r�+ � (�� .��)� x�5 (C�1' E�� �� ��:� �	 ��3' (�@'
"� 0�>F h ∈ H �8�� �� a′ = ah �� ����� �	 ����' ��1'8 a ≡ a′ ��� ���" (�� �7�&2 (�/�5 E�� ����&'

E���2��2 e(�� ��1'���: ���� ��"

a′x = ahx = ax. g33h

���" 
(�� �� �2 �� (C�1' E�� �� ��:� �	 ��3' m^�

φ[a] = φ[b] −→ ax = bx −→ b−1ax = x −→ b−1a ∈ H −→ a ≡ b −→ [a] = [b]. g34h

���2��P���� �2 �H�� �2 y ∈M �B�'�: 0�"� �2 ���" 
 (�� �3C�J (C�1' E�� �� ��:� �	 ��3' ��5S�2 �
(C�1' ����'�� � y = φ[a] E���2��2 �(�� ���� "� 0�>F a �8�� �� y = ax ����� �F���	 0�� ���� ��F

�G/H ≡M ����� � (�� �&C �	�� ��>- ?�*6� ������� �(����PJ �����

�:�����" ��)� SO(3) ��1'���: ������" �������P���� ��F S2 0&)2�� ��� 0�� SO(3) ���� f _ D�U	
e(C�� ��:��5 E���2��2 �SO(2) �2 (���2��2 ���� �	 ��1' (2�6 �� D��C #B- TY U	 �B�' �� ��

SO(3)/SO(2) ∼ S2. g35h

��)�&2�� �	 ���)���S�2��)2� �2 DS&��� E��:�2 D�U	 E��

SO(n)/SO(n− 1) ∼ Sn−1. g36h
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e&���12�
'����" .��)� �2 �� S3 0&)2 �� ��� f l D�U	

S4 := {(z1, z2)|, z1, z2 ∈ C, |z1|2 + |z2|2 = 1}. g37h

e&�� �	 ��F ��" �4C �2 ��� E�� 0�� U(2) ����
(
z1
z2

)
−→

(
z′1
z′2

)
= g

(
z1
z2

)
, g38h

���� U(2) ���� �� ��2�� �	�� |z1|2 + |z2|2 =
(
z1

∗ z2
∗ ) (

z1
z2

)
�B2�� �2 �H���2 �g ∈ U(2) �8�� ��

0��2 �(����P���� S3 0�� ���� E�� ��F �� ��C �	 R�$)	 �����2 E��G �: �(�� S3 �2 S3 "� ��&*�

�� &:� �	 ��3' �*��O	 ��� ������ �	 �
'�� ��
(

1
0

)
�U	 �B�' �� ��1'���: ������" �����&�J

e"� (�� ?��*F ��1'���: ������"

H = {
(

1 0
0 eiθ

)
, | θ ∈ [0, 2π]} ∼ U(1). g39h

�� ����� �	 ����' �*- ��>- �2 �H���2

U(2)/U(1) ∼ S3. g40h

��)� 
&�� �	�&�J ���)� ��S�2 ��)2� �2 DS&��� E��:�2 D�U	 E��

U(n)/U(n− 1) ∼ S2n−1. g41h
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